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DERS NOTLARI(2-2)

Prof. Dr. Cengiz Dündar
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İZOSTATİK ESAS SİSTEMİN SEÇİLMESİ

n=3xk+r-m-3  n:hiperstatiklik derecesi; k:kapalı göz sayısı; r: mesnet tepkisi sayısı; m:mafsal sayısı
n=3x0+5-0-3=2     2. derece dıştan hiperstatik
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n=3x0+5-0-3=2     2. derece dıştan hiperstatik
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n=3x1+3-0-3=3 3. derece dıştan hiperstatik



5/50

n=3x0+6-0-3=2     3. derece dıştan hiperstatik
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HİPERSTATİK SİSTEMLERİN SICAKLIK ETKİSİ ALTINDA ÇÖZÜMÜ

 Sıcaklık değişiminden dolayı izostatik sistemde sadece deplasman oluşmasına karşın

hiperstatik sistemde deplasmanla birlikte kesit tesirleri de meydana gelmektedir.
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d: kesit yüksekliği
t: üniform sıcaklık

d: kesit yüksekliği
t: üniform sıcaklık=ta=tü,   Δds=εtds
ta=sistem içindeki sıcaklık
tü=sistem dışındaki sıcaklık
Δt=ta-tü farklı ısınma
Δϕ=(εtads-εtüds)/d=εΔtds/d



9/50

d: kesit yüksekliği                       ε=uzama katsayısı
t: üniform sıcaklık=ta=tü,   Δds=εtds           Δds/ds=εt
ta=sistem içindeki sıcaklık    
tü=sistem dışındaki sıcaklık
Δt=ta-tü farklı ısınma
Δϕ=(εtads-εtüds)/d=εΔtds/d                      Δϕ/ds = εΔt/d

Δϕ

ds

d

𝜺𝜺𝒕𝒕ü𝒅𝒅𝒅𝒅

𝜺𝜺𝒕𝒕𝒂𝒂𝒅𝒅𝒅𝒅

∆𝝋𝝋 =
𝜺𝜺𝒕𝒕𝒂𝒂𝒅𝒅𝒅𝒅 − 𝜺𝜺𝒕𝒕ü𝒅𝒅𝒅𝒅

𝒅𝒅 =
𝜺𝜺∆𝒕𝒕𝒅𝒅𝒅𝒅
𝒅𝒅

∆𝒕𝒕 = 𝒕𝒕𝒂𝒂 − 𝒕𝒕ü
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d: kesit yüksekliği
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HESAPTA İZLENEN YOL
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12 m

4 m

BA

I

3I

I

12 m

BX1 X2

E=2.1*106  t/m2

ε=10-5

I=80 dm4

ta = tü = ts =20 oC 

UYGULAMA (sıcaklık değişimi)
Şekildeki sistemin Moment diyagramını çiziniz.

12 m

A

B

M1

+

+1

12 m
A B

N1

-

1/12

+

X1  =1

1/121/12

1/121/12

X1=1 birim yüklemesi

[3]

[1]

[3] 4 m
4 m

4 m

A
12 m

B

M1

+

+1

1/121/12
A
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𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿12 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿21 =
1
2 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 1 ∗ 3 +

1
2 ∗ 12 ∗ 1 ∗ 4 ∗ 1

= 24 + 24 = 48

12 m

4 m

A B

[3]

[1]

[3]

C D

12 m

4 m

A B

M2

12 m

A B

N2

1 1

X2=1

+

+4 4

+

4 m

+

4 4

X2=1 birim yüklemesi

1

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿22 = 2
1
3 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 3 + 12 ∗ 4 ∗ 4 ∗ [1] = 320

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑀𝑀𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐸𝐸𝐼𝐼 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑀𝑀𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖

𝐼𝐼𝑐𝑐
𝐼𝐼 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿11 = 4 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 3 +
1
3 ∗ 12 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 1 = 12 + 4 = 16𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿11 = 4 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 3 +
1
3 ∗ 12 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 1 = 12 + 4 = 16𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿11 = 4 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 3 +
1
3 ∗ 12 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 1 = 12 + 4 = 16
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4 m

12 m

B

M1

+

+1

1/121/12
A

12 m

4 m

A B

M2

+

+4 4

+

4 4

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿12 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿21 =
1
2 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 1 ∗ 3 +

1
2 ∗ 12 ∗ 1 ∗ 4 ∗ 1 = 24 + 24 = 48

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿22 = 2
1
3 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 3 + 12 ∗ 4 ∗ 4 ∗ [1] = 320

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿11 = 4 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 3 +
1
3 ∗ 12 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 1 = 12 + 4 = 16

𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑀𝑀𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐸𝐸𝐼𝐼 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑀𝑀𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖

𝐼𝐼𝑐𝑐
𝐼𝐼 𝑑𝑑𝑑𝑑
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𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝜀𝜀𝑡𝑡𝑠𝑠 = 2.1 ∗ 106 ∗ 3 ∗ 80 ∗ 10−4 ∗ 10−5 ∗ 20 = 10.08

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿1𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝜀𝜀𝑡𝑡𝑠𝑠 �𝑁𝑁1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0

1
12

∗ 4 −
1

12
∗ 4 = 0 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿2𝑡𝑡 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝜀𝜀𝑡𝑡𝑠𝑠 �𝑁𝑁2𝑑𝑑𝑑𝑑 = 10.08 ∗ 1 ∗ 12 = 120.96

12 m
A B

N1

-+

1/121/12

4 m

12 m

A B

N2

1 1+

4 m
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𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐
𝛿𝛿11 𝛿𝛿12
𝛿𝛿21 𝛿𝛿22

𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

+ 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐
𝛿𝛿1𝑡𝑡
𝛿𝛿2𝑡𝑡

= 0
0

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿11𝑋𝑋1 + 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿12𝑋𝑋2 + 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿1𝑡𝑡 = 0

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿21𝑋𝑋2 + 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿22𝑋𝑋2 + 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿2𝑡𝑡 = 0

16𝑋𝑋1 + 48𝑋𝑋2 + 0 = 0
48𝑋𝑋1 + 320𝑋𝑋2 + 120.96 = 0

𝑋𝑋1 = 2.062 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑋𝑋2 = −0.687 𝑡𝑡
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𝑀𝑀 = 𝑀𝑀1𝑋𝑋1 + 𝑀𝑀2𝑋𝑋2

𝑀𝑀(1) = 1 ∗ 2.062 + 0 ∗ (−0687) = 2.062 𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑀𝑀(3) = 𝑀𝑀(2) = −0.626 𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑀𝑀(2) = 1 ∗ 2.062 + 4 ∗ −0.687 = −0.626 𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑀𝑀(4) = 0 ∗ 2.062 + 4 ∗ −0.687 = −2.748𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑀𝑀(5) = 𝑀𝑀(4) = −2.748 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑀𝑀(6) = 0

𝑀𝑀0 = 0 d𝚤𝚤𝚤 yük = 0

2.062

0.626

+

-
-

-
2.748

M

𝑋𝑋1 = 2.062 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑋𝑋2 = −0.687 𝑡𝑡

1

2 3
4
5

6
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ÖRNEK 6

Şekilde verilen hiperstatik sistemde;

a) t=+20 ⁰C düzgün sıcaklık değişmesi sonucu

oluşan M diyagramını belirleyiniz.

b) ∆t=+15 ⁰C farklı sıcaklık değişmesi sonucu

oluşan M diyagramını belirleyiniz.

a) E=100000 kN/m2  ε=10-5 Ic=6 I
ta = tü = ts =20 oC 

b) E=100000 kN/m2  ε=10-5 Ic=6 I
Δt=15 oC
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G

A

B

C

�𝑀𝑀𝐺𝐺𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 0 → −𝐴𝐴𝑦𝑦 ∗ 8 + 1 = 0 → 𝐴𝐴𝑦𝑦 =
1
8 𝑘𝑘𝑁𝑁

→+ �𝐹𝐹𝑥𝑥 = 0 → 𝐵𝐵𝑥𝑥 = 0 𝑘𝑘𝑁𝑁𝑡𝑡 ↑+ �𝐹𝐹𝑦𝑦 = 0 → 𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑦𝑦 = 0 → 𝐵𝐵𝑦𝑦 = −
1
8 +

1
20 = −

7
40 𝑘𝑘𝑁𝑁

�𝑀𝑀𝐵𝐵 = 0 → 𝐶𝐶𝑦𝑦 ∗ 10 −
1
8 ∗ 4 = 0 → 𝐶𝐶𝑦𝑦 =

1
20 𝑘𝑘𝑁𝑁+

+

n=3x0+5-0-3=2     2. derece hiperstatik
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Gy =1/8

C

�𝑀𝑀𝐵𝐵 = 0 → 𝐶𝐶𝑦𝑦 ∗ 10 +
1
8 ∗ 4 − 1 = 0 → 𝐶𝐶𝑦𝑦 ∗ 10 = 1 −

1
2 → 𝐶𝐶𝑦𝑦 =

1
20 𝑘𝑘𝑁𝑁+

Alternatif yol



24/50

0.3
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A

B

C

�𝑀𝑀𝐺𝐺𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 0 → −𝐴𝐴𝑦𝑦 ∗ 8 = 0 → 𝐴𝐴𝑦𝑦 = 0 𝑘𝑘𝑁𝑁

�𝑀𝑀𝐵𝐵 = 0 → 𝐶𝐶𝑦𝑦 ∗ 10 − 1 = 0 → 𝐶𝐶𝑦𝑦 =
1

10 𝑘𝑘𝑁𝑁

�𝐹𝐹𝑦𝑦 = 0 → 𝐴𝐴𝑦𝑦 + 𝐵𝐵𝑦𝑦 + 𝐶𝐶𝑦𝑦 = 0 → 𝐵𝐵𝑦𝑦 = −
1

10 𝑘𝑘𝑁𝑁
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0.3

L=8

L=4

L=6
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E=100000 kN/m2  ε=10-5 Ic=6 I
ta = tü = ts =20 oC 

L=8

L=6
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L=8

L=6

E=100000 kN/m2  ε=10-5 Ic=6 I
ta = tü = ts =20 oC 
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0.3
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E=100000 kN/m2  ε=10-5 Ic=6 I

0.3
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0.3

L=8

L=6

L=8

L=6
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MESNET ÇÖKMELERİNİN ETKİSİ ALTINDA BULUNAN HİPERSTATİK 
SİSTEMLERİN HESABI

 Mesnetlerin tanımına uymayan yer değiştirmelere mesnet çökmesi denilmektedir.
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Dış yük=0
M0, N0, T0 =0

Görüldüğü gibi burada dış yüklerden
ya da sıcaklık değişiminden gelen
terimler yerine mesnet çökmelerinin
etkisini gösteren J sabitleri
mevcuttur. Birim yüklemeler sonucu
oluşan mesnet tepkileri ancak
sistemde mesnet çökmeleri varsa iş
yapmaktadır. Yani burada dış
kuvvetlerin yaptığı iş sıfırdan farklı
olmaktadır.
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HESAPTA İZLENEN YOL
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UYGULAMA (Mesnet çökmeleri)

12 m

4 m

BA

I

3I

I

1/1000 rd

0.6 cm 12 m

BX1A

[3]

[1]

[3]

12 m

B
+

+1

X1  =1

1/121/12

X1=1 birim yüklemesi

4 m

4 m

A

12 m

A B

M2

+

+4 4

+

4 4

4 m

X2

X2=1
1

4
2

1

3

12 m

4 m

BA

I

3I

I

1/1000 rd

0.6 cm
1.0 cm

41

3

X2=1 birim yüklemesi

5
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𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑀𝑀𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐸𝐸𝐼𝐼

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖 = �𝑀𝑀𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖
𝐼𝐼𝑐𝑐
𝐼𝐼
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿12 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿21 =
1
2
∗ 4 ∗ 4 ∗ 1 ∗ 3 +

1
2
∗ 12 ∗ 1 ∗ 4 ∗ 1 = 24 + 24 = 48

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿22 = 2
1
3 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 4 ∗ 3 + 12 ∗ 4 ∗ 4 ∗ [1] = 320

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿11 = 4 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 3 +
1
3
∗ 12 ∗ 1 ∗ 1 ∗ 1 = 12 + 4 = 16

12 m

B
+

+1

X1  =1

1/121/12

4 m

A

12 m

A B

M2

+

+4 4

+

4 4

4 m

X2=1
1

M1
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𝐽𝐽1 = 1 ∗
1

1000
−

1
12

∗ 0.006 = 0.5 ∗ 10−3

𝐽𝐽2 = 1 ∗ 1 ∗ 10−2 = 10−2

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐 = 2.1 ∗ 106 ∗ 3 ∗ 80 ∗ 10−4 = 48 ∗ 103

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝐽𝐽1 = 48 ∗ 103 ∗ 0.5 ∗ 10−3 = 24

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝐽𝐽2 = 48 ∗ 103 ∗ 10−3 = 480
12 m

4 m

BA

I

3I

I

1/1000 rd

0.6 cm

4
2

1

3

12 m

4 m

BA

I

3I

I

1/1000 rd

0.6 cm
1.0 cm

41

3

12 m

B
+

+1

X1  =1

1/121/12

4 m

A

12 m

A B

M2

+

+4 4

+

4 4

4 m

X2=1
1

M1

5
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𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐
𝛿𝛿11 𝛿𝛿12
𝛿𝛿21 𝛿𝛿22

𝑋𝑋1
𝑋𝑋2

= 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐
𝐽𝐽1
𝐽𝐽2

𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿11𝑋𝑋1 + 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿12𝑋𝑋2 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝐽𝐽1
𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿21𝑋𝑋2 + 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝛿𝛿22𝑋𝑋2 = 𝐸𝐸𝐼𝐼𝑐𝑐𝐽𝐽2

16𝑋𝑋1 + 48𝑋𝑋2 = 24

48𝑋𝑋1 + 320𝑋𝑋2 = 480

𝑋𝑋1 = −5.46 𝑡𝑡𝑡𝑡 𝑋𝑋2 = −2.32 𝑡𝑡

𝑀𝑀 = 𝑀𝑀1𝑋𝑋1 + 𝑀𝑀2𝑋𝑋2

𝑀𝑀(1) = 1 ∗ (−5.46) + 4 ∗ (2.32) = 3.82 𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑀𝑀(2) = 𝑀𝑀(4) = 9.28 𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑀𝑀(2) = 0 ∗ (−5.46) + 4 ∗ 2.32 = 9.28 𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑀𝑀(3) = 1 ∗ −5.46 + 0 ∗ 2.32 = −5.46 𝑡𝑡𝑡𝑡
𝑀𝑀0 = 0 d𝚤𝚤𝚤 yük = 0

-5.46

3.82

-

+
+

+
9.288

M

3

1
2

4

5

𝑀𝑀(5) = 0.0 𝑡𝑡𝑡𝑡
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ÖRNEK 8

Şekildeki hiperstatik sistemde verilen mesnet

çökmelerinden oluşan M ve T diyagramlarını çiziniz.

(EI=80000 kNm2) n=3x0+6-1-3=2     2. derece hiperstatik

[2]
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[2]

[2] [3]

[6][3]
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[6]

[3]

[3]
[2]

[2]
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[6]

[3]

[3]
[2]

[2]
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2

4

1 3 5

T= 𝐓𝐓𝟏𝟏(−𝟏𝟏𝟏𝟏.𝟖𝟖𝟖𝟖) + 𝐓𝐓𝟐𝟐(−𝟑𝟑.𝟎𝟎𝟏𝟏)𝐓𝐓 = 𝐓𝐓𝟏𝟏𝐗𝐗𝟏𝟏 + 𝐓𝐓𝟐𝟐𝐗𝐗𝟐𝟐 →
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2

4

1 3 5

𝑀𝑀(1) = 0.4 ∗ −17.84 + 0 ∗ −3.01 = −7.14 𝑘𝑘𝑁𝑁𝑡𝑡

𝑀𝑀(3) = 𝑀𝑀(2) = −17.84 𝑘𝑘𝑁𝑁𝑡𝑡

𝑀𝑀(2)1 ∗ −17.84 + 0 ∗ −3.01 = −17.84 𝑘𝑘𝑁𝑁𝑡𝑡

𝑀𝑀 = 𝑀𝑀1(−17.84) + 𝑀𝑀2(−3.01)

𝑀𝑀(4) = 1 ∗ −17.84 + 5 ∗ −3.01 = −32.89 𝑘𝑘𝑁𝑁𝑡𝑡

𝑀𝑀(5) = 0 ∗ −17.84 + 5 ∗ −3.01 = −15.05 𝑘𝑘𝑁𝑁𝑡𝑡

6

𝑀𝑀(6) = 0.0 𝑘𝑘𝑁𝑁𝑡𝑡
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